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EL TEOREMA DE PULLBACK
IVAN CASTRO CHADID +
Definicion •
Diremos que la estructura algebraica
(A J Al ,.••, An) esta contenido algebraicamente en la




x P. Y = x X Y J
1 i para todo i· 1 , .•• , n
Y para todo x, yEA •
Ob ee r-vao i Sn I
En eate caso , tambien se 8uele afir
mar que 1a estructura a1gebraica (E, PI"'" Pn) con
tiene algebraioamente a la estruotura a1gebraica
(A , AI"'.' An) •
Analicemos los siguientes problemas I
Problema 1.
Sea f(x) un polinomio no oonstante
Existe un ouerpo K, extension de F, Y un
sobre el cuerpo F. Demuestre que rex) tiene por 10
menos una ra1z , en una extension adecuada de F.
Problema 2.
Dado un dominio entero D, existe
por 10 menos un cuerpo extension de D.
El metodo usual para resolverlos es e1 siguiente I
Solucion del problema 1.
Sea hex) un factor irreducible de f(x) • El a-
nillo F ~~ / (h(x)) es un cuerpo para las operacio-
ne s de suma y produoto ueualeB. En realidad las opera-
ciones se llaman adicion y mUltiplicacion. El oonjunto
F formado por los elementos a+(h(x)) ,con a E F , es
un subcuerpo de F 5J/ (h(x)) • La ap l.ioacion
-1> IF.... F
a >4 ~(a) '" a + (h(x))
es un isomorfismo •
(1) isomorfismo ~ de K sobre F LXJ/(h(x))
que extiende a 1>.
Sea c - ~-l(x + (h(x)) • El paso siguiente oonsiste en
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demostrar que c es ralz de hex) y por 10 tanto de
f( x) •
Solueion del problema 2.
Sean (a,b) , (e,d) E M - D x (D - 0) y la re1a-
, dafinida por (a,b) -(e,d) ai y solo atcion
ad - be
La relacion - ea de equivalencia •
Sean La,~ 1a elasa de equivalencia de la pare-
ja (a,b) por eata re1aeion y H
los Li,~ con (a,b) en M.
el conjunto de
Sobre R definimos las siguientes operaciones I
Suma I Li,~ + [C,y - [ad+bc, by
Producto I [8.,~. [C,y = [ac, by
(R, +,.) es un cuerpo y el eonjunto D formado por
los elementos [8.,17 con a E D as un subdominio de R.
La aplieacion
~I D D
a. ~(a) - [a,}]
es un isomorfismo
-isomorfismo t de K sabre H que extiende




Como podemos vel' , la clave para la 80-
luci6n de eetos dos problemas , estriba en la juatifica-
oi6n de las afirmacionea (1) y (2) • Mas aun 6i demos
tramos que I
(3) (E'; pi , ••• , p~) e x i ste una estructura al-
gebraica (~; Pl ,•.•, Pn) que contiane alge-
Dado un isomorfismo ~ de la estructura alge-
brai oa (A; \, ••• , An) sobre la estructura
algebrai.ca (A'; AI',•••, A') , oontenida alga
n -
80-
braicamente en la estructura algebraica
braioamente a 1a estructura (A; 1..1 ,..•,-y un isomorfismo t de (E; P1 ,.••, Pn)
A )
n
bre (~'; pi , ... , p~) que extiende a ~.
tendremos , entre otr s , la respuesta a las afirmaciones
3i demostramos (3) para n = 1, facilmente po-
dremos demostrar1o para cualquier n > 1 definiendo 8im-
p1emente las operaoiones Pi para todo i - 2, •••, n de
1a siguiente manera I
x Pi Y = ~-1(~ (x) Pi ~ (y)) para todo x,y E E ,
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(1) -donda t as el isomorfismo obtenido en e1 caso n=l
de (E; Pl) sabre (E'; p') , que extiende a ~ .1
Gracias a la definicion dada en (1) de los oper~
-dores Pi' resulta muy sencillo demostrar que f es un
isomorfismo de la estructura algebraica (E; Pl ,•••, Pn)
sabre la estructura algebraica (E't P' p'), 1 , ••• , n ' que
extiende at.
Para el caso n E 1, este problema es conocido
con el nombre de IITeorema de Pullback" •
Demostracion del Teorema de Pullback.
Se presentan dos posibilidades t
1) E' Y A son disyuntos •





-y t: E E'
~ (a) ..
a a1 a E E' - A'
~ (a) ai a EA.
-~ , aSl definida , es una aplicacion biyectiva •
Definimoa el operador Pl de la siguiente maneral
para todo x, Y E E •
~-l(t (x) pi t(y))
t-l(t(x Al y)) =
x Al s» Luego, La estructura algebraica (E; Pl) con-
tiene algebraioamente a La estruotura (A; \) •
Si x,y E A antonces x Pl y =
= ~-l(~(x) Ai ~ (y)) = ~-l(t(x A1Y))
-Ademas , as evidente que ~ es un isomorfismo de
1a estructura a1gebraioa (E; P1) sobre 1a estruotura
algebraica (E'; pi) , que extiende a ~.
2) E' Y A no son disyuntos •
En este oaso ape1aremos al siguiente resu1tado de
la teoria de oonjuntos , que se obtiene como una conse-
ouencia del axioma de e1eocion •
"Dado un conjunto U, existe un conjunto E ,
disyunto can U, Y una ap1icacion biyectiva ~ de U
en E" •
En este oaso sea U - E' U A. DefinimoB I
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ii) LOB operadores plI y >.." por las formulas1 1
a) x P.~ s z= ~ (~-1(x) P' 4-1(y)) para1
x, y E Ell .
b) X A" Y 7 (~-l(x) Ai ~-l(y)) I para1
x , Y E All .
c) ~ IE' = tl
-
Y 'lIA' .. '1
De a) y b) se deduce que La estruetura aIge-
braica (A" I All), 1 esta eontenida algebraicamente en la es
t t 1 br-a . (E" I PIli) •rue ura a ge ~lca ,
De c) concluimos que tl es un isomorfisrno ,
de la estruotura algebraiea (A' I Ai) sabre Ia estrue-
tura algebraiea (AllI A~) • Luego ~2 = ht es un iso-
morfismo de la estructura algebraica (A I AI) sabre Ia
Como A
A")1 •
Y Ell son disyuntos, nos hemos colo-
estructura (All
cado en una situacion similar a la del primer caso. Lue
go , existe una estructura algebraica (E; PI) que con-
tiene algebraicamente a Ia estructura algebraica (AI >"1)
Y un isomorfismo ;2 de (E I Pl) Bobre (Ell I p~) que
extiende a '2 •
La aplicaci6n es un iaomorfismo de
(E I Pl) sobre (E' I pi) que extiende at, ya que
que era 10 que queriamos demostrar •
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